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Questão 1 – Equação de Laplace

Uma folha metálica de espessura desprezível é usada para construir um tubo circular

muito longo e de raio b. Esse tubo é orientado ao longo do eixo z, e então cortado

longitudinalmente, com uma metade sendo mantida a um potencial constante V = +V0

e a outra a um potencial V = −V0. Considere o eixo de simetria do tubo alinhado com o

eixo z de um sistema de coordenadas cilíndricas (r, ϕ, z).

(a) (10%) Estabeleça as condições de contorno apropriadas para o potencial na superfície

do tubo.

Considere a solução da Equação de Laplace para um sistema com simetria cilíndrica na

forma,

V (r, ϕ) =
∑
n6=0

{
[Ansen (nϕ) +Bn cos(nϕ)] r

n + [A′nsen (nϕ) +B′n cos(nϕ)] r
−n}

(b) (10%) Encontre os coeficientes não-nulos na região interna ao tubo (r < b).

(c) (35%) Encontre o potencial na região interna ao tubo determinando os coeficientes

An, Bn, A′n e B′n, de acordo com as condições de contorno estabelecidas no item (a).

(d) (10%) Encontre os coeficientes não-nulos na região externa ao tubo (r > b).

(e) (35%) Encontre o potencial na região externa ao tubo determinando os coeficientes

An, Bn, A′n e B′n, de acordo com as condições de contorno estabelecidas no item (a).

Dados:

∫ π

−π
dϕ cos(mϕ) cos(nϕ) =

 2π, p/ m = 0 = n

πδmn, outros casos∫ π

−π
dϕ sen (mϕ)sen (nϕ) = πδmn∫ π

−π
dϕ sen (mϕ) cos(nϕ) = 0
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Questão 2 – Campo eletromagnético em um capacitor

Um capacitor plano consiste de duas placas metálicas circulares de raio a, separadas por

uma distância h(t) � a no instante de tempo t. As placas estão conectadas a uma fonte

que mantém uma diferença de potencial V0 constante entre elas. Em um determinado

momento, uma das placas começa a se mover com uma velocidade v muito pequena e

constante, se afastando da outra, que permanece fixa.

v~

h(t) V0

Desprezando efeitos de borda e admitindo que a velocidade v é pequena o suficiente

para que correções de primeira ordem no campo magnético não precisem ser consideradas,

calcule:

(a) (20%) A força que deve ser aplicada para manter a velocidade v constante.

(b) (20%) A taxa de variação temporal da energia eletromagnética U .

(c) (20%) O campo magnético entre as placas.

(d) (30%)O vetor de Poynting correspondente e o seu fluxo através da superfície cilíndrica

coaxial com o capacitor e delimitada pelas placas.

(e) (10%) Mostre que o fluxo do vetor de Poynting deve ser igual à potência absorvida

pela fonte de tensão.
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Questão 3 – Lei da indução de Faraday

Um fio retilíneo infinito orientado ao longo do eixo z transporta uma corrente elétrica

I (ver figura). Uma espira condutora retangular, de arestas a e b, se move na direção

x positivo, com velocidade constante ~ve = vex̂, a uma distância D do plano xz. A

coordenada x do centro da espira é denotada por xe. Considere o sentido de circulação

positivo aquele associado (pela regra da mão direita) ao vetor normal à espira no sentido

y positivo.

~

x

y

ve~

I

b

vista lateral vista de cima x

zy

I

xe b

z

a

D

ve

Determine, em termos de I, a, b, D, xe e ve:

(a) (35%) o fluxo magnético através da espira;

(b) (35%) a força eletromotriz induzida na espira;

(c) (30%) os valores de xe para os quais a corrente induzida inverte o sentido. Identifique

o sentido da corrente elétrica induzida como função de xe, justificando sua resposta.

Dados:
Os versores para coordenadas polares r̂ e θ̂ são dados por:

r̂ = cosφ x̂+ senφ ŷ

φ̂ = −senφ x̂+ cosφ ŷ
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Questão 4 – Propagação de ondas eletromagnéticas

Uma onda monocromática plana, de frequên-

cia angular ω e se propagando na direção z,

incide normalmente sobre um material die-

létrico, não magnético, de índice de refração

n1 e espessura D (ver figura). Dentro do di-

elétrico o campo elétrico pode ser expresso

k~

Ei
~

Bi
~

z

n1 ar

D

ar

k~

Er
~

Br
~
x

0

k1
~

E+
~

B+
~

k1
~

E_~

B_~
x

k~

Et
~

Bt
~

como ~E =
(
E+e

ik1z + E−e
−ik1z

)
x̂, onde k1 = n1ω/c e c é a velocidade da luz no vácuo.

(a) (15%) Denotando por E(0) =

 E+(0)

E−(0)

 e E(D) =

 E+(D)

E−(D)

 os campos elétricos

no início e no final da camada dielétrica, mostre que E(D) = T(camada)E(0), onde

T(camada) = I cos(k1D) + iσ3sen (k1D).

Aqui, I é matriz identidade e σ3 é uma das matrizes de Pauli.

(b) (40%) A partir das condições de contorno na interface entre dois meios a e b, de

índices de refração na e nb, obtenha Eb = T
(interface)
a→b Ea, onde

T
(interface)
a→b =

1

2

(
1 +

na
nb

)
I+

1

2

(
1− na

nb

)
σ1.

σ1 é uma das matrizes de Pauli.

(c) (25%) Mostre que as amplitudes dos campos elétricos incidente, Ei, refletido Er e

transmitido Et pela camada dielétrica satisfazem

Et =
detT

T22
Ei, Er = −T21

T22
Ei,

onde Tkl são os elementos da matriz transferência T referente à propagação da onda

por todas as interfaces e a camada dielétrica.

(d) (20%) Obtenha a matriz transferência T.

Dados: Acima, σ1, σ2 e σ3 são as matrizes de Pauli,

σ1 =

 0 1

1 0

 , σ2 =

 0 −i

i 0

 , σ3 =

 1 0

0 −1

 ,

que satisfazem as identidades: σ2
k = I, σjσk = iεjklσl


